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INTRODUÇÃO 
O objetivo desse trabalho ê demonstrar o Teorema de 
Classificaçio de Fibrados Vetoriais que diz: ''Existe uma cor 
respondência 1-1 entre as classes de equivalência dos fibrados 
de K-planos sobre um complexo celular localmente finito K e as 
classes de homotopia das aplicaçÕes K +BOK 11 • 
No capitulo I i dado a definiçio de espaço fibrado, e 
apresentado alguns exemplos que motivam a demonstração de um 
teorema de existência e um de unicidade de fibrados. Também é 
introduzido o conceito de equivalência de fibrados de mesma ba 
se. 
No capítulo li ê definido fibrado principal, e demons 
trado o teorema de equivalência para G~fibrados principais. 
Neste capítulo definimos também G-espaço principal e demons 
tramas que todo G-espaço principal ê um G-fibrado principal e 
reciprocamente. 
No capÍtulo III ê definido fibrado induzido, 
çao induzida e aplicação fibrada. 
Finalmente no capÍtulo IV definimos fibrado 
e demonstramos o ''Teorema de Classificaçio''. 
aplic~ 
vetorial 
Não tentamos fazer um trabalho auto-suficiente, mo ti 
vo pelo qual usamos alguns resultados da teoria de homotopia -
sem demonstrá-los. 
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CAPITULO I. ESPAÇOS FIBRADOS 
1. FIBRADOS: DEFINIÇÃO E EXEMPLOS 
DEFINIÇÃO 1.0. Um G-fibrado e uma aplicação contÍnua 
rr: E---+- B, entre espaços de Hausdorff, juntamente com um esp~ 
ço F satisfazendo as seguintes condiçÕes: 
(i) para cada b E B existe uma vizinhança Ua de b e um 
homeomorfismo. 
n rp (u,v) = u 
a 
tal que 
(ii) existem aplicaçÕes contínuas 
Onde G é um grupo com uma topologia que o faz agir como 
um grupo de homeomorfismos de F, 
F F ' 
x F--~ 
l.lb 
onde i : F p 
F e a projeçao. 
p x F é a inclusão 
De modo que; 
e n 2 : 
1 
• 
l. lc 
l.ld g •. ~s· 
e cont~nua •. 
Usaremos a seguinte terminologia: 
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E ser a chamado "espaço total" de n 
B 
. 
ser a chamado "espaço base" de n 
- chamada "proj eção 11 n ser a 
- chamado "fibra 11 F ser a 
n- 1 (b) ser a chamado "fibra sobre b" 
As aplicaçÕes -g~ 8 ser ao chamadas funções de transição. 
Exemplo 1.1. Fibrado Produto: E = TI x F, TI = n 1 
a projeção no primeiro fator. Tomamos U B, ~ a identidade em 
f, e g: U--+ G = {identidade: F--+ F} 
F E = BxF 
B 
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Exemplo 1.2. Seja TI: E 
-
B um G-fibrado e B 1 CB um 
subconjunto de B. Então se - ' n' = rr/rr B' 
1T I : 
_, 
7T B' -- B' 
ê um G-fibrado. Denotaremos este fibrado por TI/B' e ele é chama 
_, 
do de restrição de 1T a B'. Cada fibra 11 1 (b), b E B' ê igual a 
_, 
correspondente fibra 1T (b). 
Exemplo 1. 3. Fibrado tangente a uma variedade diferen 
ciâvel. 
SejaM uma variedade diferenciável de classe Cr (r 2:_1) 
e dimensão n e {(U0 , h0 )} atlas de M. Consideremos 
X = U 
~ 
em X 
(u !Rn) a x e definimos a seguinte rela~ão de equivalência 
onde Ja.B (x) ê a matriz jacobiana de mudança de coordenadas. 
Seja T M o quociente de X por essa relação de equivalêE_ 
X 
c ia. T M e chamado espaço tangente a M no ponto X e os elementos 
X 
de T M sao classes (x,vl
0 
onde X E u~ e v E !Rn • Consideremos X 
TI: TM- M a projeção tal que 
1 
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Seja \jJ : V 
CL CL 
n 
x IR~ 
-1 
TI U 
CL 
1).! ê bijeção e assim podemos transportar a topologia de V x ~~ 
CL CL 
para -1 7r U tornando 1).! 
CL CL 
um homeomorfismo. Consideremos a 
gia em TM como sendo a induzida pelas topologias de -1 n u CL 
tal que 
Assim fa e um homeomorfismo 
Seja 4J • UCL X lRn- 7T-l U 
a· CL 
= .p o f 
CL CL 
Assim $ é um homeomorfismo. 
CL 
Tomando-se 
topol~ 
~ 
temos que TM ê um GLn(m.) - fibrado, chamado fibrado tangente a 
variedade M. 
SeM for orientâvel teremos que det JaS(x) > O e assim 
J 
o.S 
u 
o. 
os 
n US -+ SLn(lR) c Gln(lR) 
e portanto TM sera um SLn(lR)- fibrado. 
Exemplo 1.4. Fibrado dos referenciais sobre M. Seja M 
uma variedade diferenciável e {(U , h ) } atlas de M. Dado b s M um 
o. o. 
n-referencial sobre M em b é um sistema ortogonal de n vetores 
tangentes a M em b. Seja Fn o conjunto dos n-referenciais sobre 
M. Seja 
A matriz 
cial. 
n JaS(x) age em F transformando cada vetor do referen 
(v 1 o ••••• n •• •• •• JaB(x)v ) 
Olhando um referencial como uma matriz inversível cu 
jas colunas são os elementos da base, JaS(x) age em Fn como um 
produto de Matrizes. 
Definimos a seguinte relação de equivalência em X. 
Seja FM o espaço quociente de X por essa relação de e 
quivalência, Consideremos a projeçao. 
' i
1T: FM--+ M 
TI([x,f) ) • X 
a 
lT: FM---+ M é o fibrado dos referenciais sobre M, onde 
1T !fl (x,f) = 1T (x,f) ... = x 
a a ~ 
e 
-e tal que 
Assim 1T: FM- M ê um GLn(IR)- fibrado 
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Exemplo 1.5. Fibrado das densidades escalares sobre M, 
Seja M uma variedade diferenciável 
r (classe C , r ..::_1). Seja 
X • ~ (Ua X lR) 
e 
Definimos a seguinte relação de equivalência em X 
atlas de M. 
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Seja DM o espaço quociente de X por essa relação de e 
quivalência e 
TI: DM- M 
TI((x,t) ) "'X 
a 
tal que 
Como det J 0 B ~ O e e continua ela determina um homeomor 
fismo 
e ass1.m 
(x,t) ~ (x' det J s<h (x) t) a a 
tP : U X ll\---+ 
a a 
- 1 
rr ua tal que 
tP (x,t) "" (X,t) 
a a a 
e um homeomorfismo. Além disso 
e continua. 
= det J 0 (h (x)) a~ a 
tal que 
• 
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Portanto TI: DM-+ M 'é um GL 1 (IR)-fibrado chamado fi 
brado das densidades escalares sobre M. 
Exemplo 1.6. Dupla iobertura orientada de M. SejaM um~ 
variedade diferenciável e {(Ua, ha)} atlas de M. Seja 
X U(U X {+ 1)) 
a a 
Definimos a seguinte relação de equivalência em X. 
A dupla cobertura orientada de M ê M o espaço quociente 
de X por essa relação de equivalência. 
TI(x,t) "" x 
a 
-e a projeçao, e 
~ (x,t) = [x,t) 
~a a a 
e um homeomorfismo. 
tal que 
- ' n U 
a 
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tal que 
e continua. 
Assim Me um ?l 2 -fibrado. 
2. F !BRADOS E EQUIVALtNCIAS 
Teorema 2.1. (existência). Dado um espaço B (Hausdorff), 
uma cobertura aberta {u0 } de B, e funções ga.B: U0 n u 8 --+ G sa 
tisfazendo l.la-d existe um fibrado E sobre B, com fibra F e fun 
çoes de transição gCI.~· 
Dem: Seja X u (U X F) 
a a 
A união disjunta, As funçÕes g~S definem a seguinte relação de 
equivalência em X. 
g~S (p,w) " (p, gaS(p)w) 
Seja E o espaço quociente de X por essa relação de equi 
valência e q: X- E a aplicação quociente, Seja TI1: X___. B a 
projeção no primeiro fator e n: E--+ B tal que TI o q = n 1 , 
1 
lO 
Como ~~ é continua temos que ~ e contÍnua. Desde que cada g~S -e 
um homeomorfismo de um aberto de Ua x F em um aberto de u B X F' 
temos que 
_, 
TI U 
CL 
-e um homeomorfismo, Assim basta tomarmos ~ 
CL 
Definição 2.2. Dado um fibrado, ~e trocarmos a fibra F 
por uma nova fibra F' na qual o grupo G também age como um grupo 
de homeomorfismos, e se existem funçÕes g~S: Ua. n u 13 -+ G sa. 
tisfazendo l.la-d então pelo teorema 2.1 podemos construir um· 
novo fibrado. O fibrado assim obtido ê dito ser associado com o, 
fibrado dado. 
Exemplo 2.3. O fibrado dos referenciais FM ----+M-(1.4) e. 
um GLn (IR)- fibrado associado com o fíbrado tangente TM---+ M-
(1.3), onde a fibra lR.n ê trocada pela fibra • J 
aS age 
em Fn como um produto de matrizes, sendo essa ação continua. 
Exemplo 2.4. O fibrado cotangente T*M---+ -M e o fibra 
1 
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do associado com TM- M (1.3) cuja fibra ê IR0 e tal que 
é um homeomorfismo continuo pois e a transposi_ 
ção composta com a inversão de matrizes. 
Exemplo 2.5. A dupla cobertura orientada M- M (1.6) 
ê obtida de TM----+ M pelo homeomorfismo contínuo. 
sgn det: GLn (IR)- ?l2 = {+1} 
Definição 2.6. Dizemos que dois fibrados n:E ~ B e 
TI': E1 ~Bambos com fibra F -sao equivalentes se existe um ho 
meomorfismo h: E ---7 E' que preserva as fibras, . - ' l.StO e, Tioh='TT 
B 
Um fibrado TI; E ---+ B ê dito ser trivial se for equ2:_ 
valente ao fibrado produto n 1 : B x F--+ B 
O teorema a seguir nos dâ a unicidade da construção fei 
ta em 2.1. a menos de equivalência. 
Teorema 2"7. (Unicidade). Sejam TI: E --+ B e 
TT 1 : E'~ B fibrados com fibra F, vizinhanças coordenadas {Ua} 
e funçÕes de transição gaa· Então eles sao equivalentes. 
e 
Definimos 
Dem: Sejam 
-1 ~ : ua X F ~ TI ua a 
$': -1 ua X F ---+- 1f I U a a 
h: E-- E' por 
h = cjl' 
a 
-1 
~a em 
Assim h está bem definida pois se Uct n U S f cp temos que 
o que implica 
-1 
<!>' 41' S a 
em 
-l 
1T <ua. n U 0 ). Alim disso como cjJ e cjl' 
" a a 
são homeomorfismos 
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te 
mos que h ê um homeomorfismo que preserva as fibras, A aplicação 
definida por cp6 
- l - l 
em TI 1 U 
a 
e uma inversa para h. 
Lema 2,8. I;lois G-fibrados n: E------+ B e n': E' --+- B, 
com mesma fibra F, vizinhanças coordenadas {U0 } e {U{/ respectív~; 
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- -mente, sao C-equivalentes (equivalentes) se e so se podemos en 
centrar aplicaçÕes 
• U n U' ~ G ga s· a B 
satisfazendo 
2.8a 
2.8b 
Dem: Inicialmente suponhamos que exista um homeomorfis 
mo h: E~ E' que preserva as fibras e seja 
Definimos 
ifl{3: U/3 x F-
- 1 TI U 
a 
-1 
1T' U' s 
g • U n U' - G as· a B 
F- p x F 
por 
i 
p 
-F sao respectivamente a 
inclusão e a projeção no segundo fator e teremos que 
, 
cp i "' 
a p 
4 i ) = 
a P 
Assim gaS(p) satisfaz as condiçÕes 2.8a e 2.Bb. 
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(2.8a) 
(2.8b) 
Suponhamos agora que existam g
08
(p) satisfazendo 2.8a ei 
2.8b. Definimos 
h: E- E' por 
para 
h estã bem definida, pois se p E: us n u~ temos que 
4a(p,w) = 4il (p, gaS (p)w) e 
como 
15 
mas de 2.8 a e b temos que 
Assim h estâ bem definida e podemos de maneira análoga construir 
uma inversa para h. 
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CAPITULO II - O FIBRADO PRINCIPAL 
3, FIBRADO PRINCIPAL 
DEFINIÇÃO 3.1: Um G-fibrado principal é um fibrado cuja 
fibra e G. 
Dado um G-fibrado n: E--+- B, podemos definir um homo 
morfismo continuo L: G--+ H(G), L(g) = Lg tal que Lg (h) = 
= gh, onde H (G) é o grupo de homeomorfismos de G. Esta aplicaçio 
-e injetiva e podemos assim construir um fibrado principal pelo 
teorema 2.1. O fibrado construÍdo dessa forma ê chamado fibrado 
principal associado a n: E- B. 
EXEMPLO 3.2. A dupla cobertura orientada de M (1.6) e 
um iZ2- fibrado principal. 
TEOREMA DA EQUIVAL~NCIA 3.3. Dois G-fibrados com a mes 
ma base e fibra são C-equivalentes -se e so se seus fibrados pri~ 
cipais associados o -sao, 
Dem: Sejam TI: E--+ B e 11 1 : E' --+- B C-equivalentes, 
entao existem aplicaçÕes gaS: u n 
a 
U' s G satisfazendo 2.8a 
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e 2.8b. Definimos o homomorfismo contÍnuo L: G -J.- H(G) tal que 
L(g) = Lg, Então as 
satisfazem 2.8a e 2.Bb, pois 
Assim os fibrados principais associados a 11': E -B e 1)1 : E' ~B 
-sao C-equivalentes pelo lema 2,8, 
Se os fibrados principais associados -sao equivalentes, 
definimos 
g • U n U' - G aS' a f3 
-1 - 1 
onde L (h) = L(h ). Logo temos que as gaS satisfazem 2.8a e b 
e portanto os fibrados n: E - B e n': E' -). B são equivale~ 
tes. 
COROLÃRIO 3.3.1. Um fibrado e trivial se e s~ se seu 
18 
fibrado principal associado é trivial. 
4. G-ESPAÇOS PRINCIPAIS 
Seja {U0 } cobertura aberta de B e 'IT: E-+ E/G tal 
que 'IT(x) = xG, onde G age à direita de E. 
DEFINIÇÃO 4.1. Um G-espaço principal sobre B é um par 
(E,G), onde G ê um grupo topolOgico que age a direita de E, como 
um grupo de homeomorfismos, cuja ação ê livre e tal que: 
4.la E/G = B 
4.1b (E, G) -tem secçoes locais, isto e, aplicaçÕes 
4.lc Se a: ExG ------+ ExE 
a(x,g) = (x,xg) 
T: Imo- G 
E com lf, s 
a 
entao 
= 1 
EXEMPLO 4.2. (BxG,G) ê um C-espaço principal sobre B, 
onde a ação de G sobre BxG ê dada por 
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((b,g),g') 1-------+ (b,g)g' ;;; (b,gg') 
Assim todos os elementos da forma (b,g), com b C B fixo e gE.G, 
são equivalentes e portanto temos que 
BxG/G = B 
Além disso podemos definir secçÕes locais Sa: Ua---+ BxG pondcy 
Como G e um grupo dados g,g' e: G existe um Único h E: q 
tal que g' = gh. Logo 
O: (BxG) x G ---+ (BxG) x (BxG) 
((b,g),g 1 ) ~ ((b,g),(b,gg')) 
e injetora e sobrejetora. Portanto 
T: Imo----+ G 
T((b,g),(b,g'}) 
_, 
= TI2((b,g), g g 1) 
estã bem definida e e 
_, 
= g g' 
• cont1.nua. 
-
EXEMPLO 4.3. (On, On-1), onde On c GLn (lR) e o 
ortogonal, ~um On-1 espaço principal sobre Sn-I. On age 
n-1 S da seguinte forma: 
n n-1 
SxOn--+S 
(v,A) ~ A.v 
Esta açao e transitiva po~s dado u 1 
n-1 
tais {ul•'''' u } u c s que n n 
Seja 
u. • (uli''''' u • ) 1 n1 
onde u,. E IR. Então a matriz 
J 1 
u . . . . . . . 
l l 
A • 
u . . . . . . . 
n1 
• 
u 
u 
seja 
n 
E j •1 
lU 
nn 
n-1 
E: S escolhemos 
uma base ortonormal 
u .. e. 
J 1 J 
ê tal que A ê ortogonal e det A = + l e portanto A E On e 
20 
grupo 
sobre 
u 2 , ••• , 
de lR n. 
Ae. 
1 
n-1 
Assim dados u,v E S tomamos A e B E On tais que 
= v, temos entao 
-1 
que AB E On 
-1 
e AB v = u, 
Seja A = (a .. ) E On tal que Ae = en 1J n onde 
= (O, n- 1 O, .•• , 1) s.S • Temos que 
Ae = 
n 
n 
í: 
i=l 
a. e. 
1ll 1 
= 
Donde segue que a. ""O 
1ll 
para i= 1,2, •.• ,n-l e a c: 1. Além 
nn 
so como A At = 1 temos que A Ateu= en, isto ê 
= 
n 
L a' 
i=l n~ 
Donde segue que a . = O 
U1 
A = 
( 
'o 
' ' Ã ' : 
' ' 
' ' 
' ' ~==~~---1 
e. 
1 
= (0, .•• ,0,1) 
para i= 1,2, ••. ,n-l portanto 
21 
di~ 
Onde Ã E On-1. Podemos entao identificar A com Ã e dessa forma o 
subgrupo de On que fixa eti 'é On-1. Como On-I e um subgrupo fecha 
do de On o espaço On/On-1 é compacto e a aplicação 
On/On-1 
Aün-1 
e um homeomorfismo. 
On/On-l 
Logo 
n-1 s 
n-> 
s 
Ae, 
Po4emos construir secçoes locais pelo processo de Gram-
-Schimidt, Assim se f 1 E U1 uma vizinhança de e 1 , aplicamos o 
22 
processo para (f,, e2, 
• o • ' e ) para obter um novo n referencial 
ortogonal 
•• o ' 
f ) 
n 
que podemos considerar como elemento de 
o 
n. 
Podemos definir T(A.B) =C onde CEO êoúnico 
n-1 ele 
menta tal que B = AC ou seja C = A- 1 B. Disso segue que T ê conti 
nua. 
EXEMPLO 4,4 (On, On-k) é um On-k espaço principal -sobre 
S0 k a variedade de Stiefel dos k-referenciais no m
0
• 
-- . 
-eu 1 , ••• ,uk sao ortogE. 
nais} 
On age em 50 k da seguinte forma 
• 
(A,u) 
e essa ação ê transitiva. 
Seja {e, ••• , e} a base canonica do :m. 0 e e= (e, ••• , 
1 n l 
S k' O subgrupo de On que deixa fixo e ê 
n, 
, 
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Onde I ê a identidade kxk e B E On-k, Podemos entao identificar 
H com On-k• Portanto a aplicaçio 
y: On/On-k Sn k: 
' 
A On-k A e 
estã bem definida é injetora e sobrejetora. Colocando-se a top~· 
logia quociente em Sn,k, tornamos y um homeomorfismo e 
que 
"on/On-k Sn,k 
Aqui também usamos o processo de Gram-Schimidt 
ter secçoes locais. 
nua. 
Definimos também T(A,B) 
Observemos que 
Sn,i"" On/On-1 n-' = s 
_, 
=A B, sendo portanto 
EXEMPLO 4.5. Seja agora Gn,k a vaiiedade de 
dos k-planos através da origem no IRn (k < n). 
teremos 
para ob 
T contí. 
Grassmann: 
Como transformaçÕes lineares não singulares levam K-sub 
. espaços em k-subespaços temos a ação 
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(A,P) AP {Ax/x E P) 
Que está bem definida e e transitiva. Se Po ê um K-plano gerado 
por {e , ••. ,e } onde e. = (O, ••• ,O,l,D ••. ,O) então o subgrupo de 
l k ' 
-On que deixa fixo Po e 
H = { (: :) E On; A E Ok e B E On-k} 
Assim H ê subgrupo fechado, de On que pode ser identifi 
cada com Ok x On-k, Assim podemos definir a aplicação 
On/Ok x On-k 
M(Ok x On-k) 
G n,k 
MP o 
que ê injetora e sobrejetora. Colocando a topologia quociente em 
Gn,k temos que 
On/Ok x On-k = Gn k 
• 
assim 
Usando o processo de Gram-Schimidt podemos construir 
-secçoes locais. 
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Para definir no T procedemos como no exemplo 4.3, isto 
ê, dados u s Sn,k e A 8 Ok existe uma Única matriz B s Ok tal 
que Bu = A. Definimos então T(u,A) = B 
TEOREMA 4,6, (E,G) ê um G-espaço principal sobre B se e 
somente se TI: E---+ B ê um G-fibrado principal. 
Dem: Seja { U } 
--- a çobe_rtura aberta de B e Sa: Ua 
-secçoes locais. Definimos 
<j>:U xc-
a a 
s (b) g 
a 
- 1 TI U 
a 
assim ê continua e 
uma 
S(b)g=b. 
a 
inversa continua para <f> 
a 
-e 
-1 W : TI U 
a a 
U x G 
a 
tp (z) = (nz, T(S Tiz, z)) 
a a 
por 
Se x S Ua n US temos que existe g E G tal que Sa(x)g = 
= s 8 (x), definimos então gaB(x) = g. 
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Por outro lado~ se n: E - B e um G-fibrado pr~nc~ 
pal, definimos uma ação ExG- E, tal que se z = rp (b,g) 
a 
zh = ~ (b,gh) 
a 
se rp (b,g) 
a 
entao temos que g 1 = g (b)g e portanto 
aS 
~ (b,gh) 
a 
logo a ação estâ bem definida, e livre e • cont1.nua. 
tao T por 
T(~ (b,g), ~ (b,g')) 
a a 
-1 
= g g' em 
ass1.m T ê continua. Definimos - 1 S : U --TI U por 
a a a 
Definimos 
s (b) 
a 
en 
DEFINIÇÃO 4.7. Dois C-espaços principais sobre B, (E,G) 
e (E' ,G) são equivalentes se existe um homeomorfismo ljJ: E--+ E' 
que comuta com a ação de G, e induz a aplicação identidade em B. 
TEOREMA 4.8. (unicidade). Dois G-espaços principais 
são equivalentes se e sÕ se eles são C-equivalentes como G-fi 
brados principais. 
Dem: Suponhamos que (E,G) e (E' ,G) sejam G-espaços priE. 
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cipais, equivalentes, sobre B. Então existe y: E- E' tal que 
yon' = n. Logo TI: E- Ben':E'- -B sao C-equivalentes. 
Agora se 1T: E ---+ B e TI 1 : E 1 --). B são C-equivalentes 
temos que dadas vizinhanças coordenadas { U } e { U'} e 
a a 
(jl': U' x G--+ 
a a 
-' TI U 
a 
_, 
TI ' U 
a 
tal que Yo4l
0 
= ~ ' a temos que se z = ~ 0 (b,g) e h E G 
y(zh) = Y4 (b,gh) 
a 
: 4' (b,gh) 
a 
-~'(b,g)h 
a 
y(z)h 
entao 
portanto y comuta com a ação de G. Logo eles são G- equivalentes 
como G-espaços principais 
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CAPÍTULO III- FIBRADO INDUZIDO 
S. FIBRADO INDUZIDO 
Seja n: E --+ B um G-fibrado com fibra F, vizinhanças 
coordenadas { Ua} e funçÕes de transição go.S: Ua n US- G, Se 
ja f: B'----+ B uma aplicação continua. 
Consideremos U' 
a 
_, 
f U e g' = g of Então temos que 
a aS aS · 
l 
Se definimos g~g(p,w) 
e 
1. la 
1. lb 
l.lc 
= (p,g' (p)w) temos que 
aS 
8 ' * cu' n u') x F - cu• n u') x F aS a S a S 
e contínua. 
Assim pelo teorema 2.1 existe um fibrado f*E sobre B' 
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com fibra F e funçÕes de transição ' 8as· O fibrado assl.m obtido e 
chamado Fibrado Induzido de TI por f. 
Se<j.l':U'xF-
a a 
_, 
TI 1 U' 
a 
e dada pelo teorema 2.1 pod~ 
mos definir 
f*: f*E-- E 
f* <P'(b' w) == QJ (fb',w) 
a ' a 
assim f* estâ bem definida e leva cada fibra em f*E homeomorfict 
mente em uma fibra de E, pül.S se b' E: u' n 
a 
u• 
B 
temos que 
fb' E u 
a us e assim ~a (f b I w) = ~s(f b', w). A aplicação f* e 
chamada aplicasão induzida. 
A segu1r daremos uma definição equivalente de fibrado in 
duzido e aplicação induzida. 
DEFINIÇÃO 5.1. Seja TI: E- B um G-fibrado. 
f: B ~ B' uma aplicação contínua. Podemos construir um 
fibrado TT 1 f*E ------+ B da seguinte forma: Consideremos 
e TI ' 
f*E = {(b',x) E B' x E I f(b') = TI(x)} 
Se ( U ) 
a 
e cobertura de B 
!Í>': U' X F__. G 
a a 
entao tomamos u' 
a 
-; 
= f 
Dada 
novo 
u 
a 
e 
t' (b',w) • (b, t (f(b'),w)) 
a a 
Tomamos as funçÕes de transição como sendo g 1 aB = ga.Bof. 
lT 1 : f*E ---.. B 1 ê um G-fibrad.o induzido de lT por f, 
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Assim 
A aplicação induzida f*: f*E---+ E e definida como sen 
do 1r
1
, a projeção no primeiro fator, 
Desta forma temos que o diagrama 
f * E E 
J 
B ' f B 
e comutativo e f* leva cada fibra de f*E homeomorficamente em 
uma fibra de E. 
Podemos ver entao que as duas formas de construçao, da 
das anteriormente, de fibrado induzido, dadas~acima, são equÍv! 
lentes. 
LEMA 5.2. Seja g: B11 - B' e f: B'---+ B cont!nuas_ 
Então ( fg) *E é equivalente a g* f* E, 
Dem: Temos que 
g*f*E '=' {(b',b,x) E B' x f*E I g(b') = b} e 
(fg)* E • {(b',x) E B" x E I (fg)(b') • rr(x)} 
,, 
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Definimos entao h: g* f* E ---+ (fg) *E por 
g*f*E ~ (fg)*E 
~,\ /~, 
B" 
temos assim que 
b ' 
~ . Além disso ê homeomorfismo. 
1 
6, APLICAÇÕES FIBRADAS 
DEFINIÇÃO 6.1. Sejam E e E' G-fibrados. Uma aplicaçã~ 
que preserva as fibras JP: E - E 1 é uma aplicação continua ta1 
! 
que W leva cada fibra de B homeomorficamente em uma fibra de B'~ 
isto ê, 1J! induz uma aplicação continua~: B---+ B' entre os e_t 
paços base, tal que o diagrama abaixo comuta. 
E -.!L,. E' 
l ~· ~ o~ o ~ o ~ 
B _, B' 
~ 
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DEFINIÇÃO 6.2. Sejam E e E' G-Fibrados. Uma aplicaç~o 
fibrada (G-Fibrada) é uma aplicação que preserva as fibras 
lJ;: E-+ E' tal que para cada b E: B, a restrição 1.j.!/n- 1 b 
ser identificada com um elemento de G. 
entao 
Em termos de coordenadas locais temos: se b E. U 
a 
$ ib 
'i! 
ê um elemento de G. 
pode 
EXEMPLO 6.3. Quando 1.jJ e a aplicação identidade em B, \ji 
ê um G-Fibrado isomorfismo e os fibrados são equivalentes (De f o 
2 o 6) o 
TEOREMA 6.4. Seja ljJ: E -----~o- E' uma aplicação G-Fibrada 
então E ê equivalente a ~ *E 1 • 
~· Sejam { Ua.} e { us} vizinhanças coordenadas de B e 
B' respectivamente, Então 
~*E'. Da definição 6,2 
Alêm disso a aplicação 
{ lii-l us} são vizinhanças coordenadas 
_, 
temos que ga.S (b) = 7T 2 (<f> S> \llo. ih c: 
G 
de 
Go 
'l 
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Satisfaz 2.8a e b. Portanto pelo lema 2.8 e ~ equivalente a~*~. 
A equivalência h ê dada por h(e) = (11 e, V; e), e h(e) s \i)* E po~s 
n o~ Tf o ljJ • 
E' 
n' j 
B' 
Reciprocamente se E ê equivalente a f * E I ' se 
h: E-- f *E' ê essa equivalência e f*: f* E---->- E' -e a apl_i 
cação induzida, definimos 
f *E 1 
f* )/; 
E' E 
1 
~ 
1 n• n TI 1 
B' < iJi B 
ljJ: E---+ E' por ljJ f* h e temos que ~~ ê urna aplicação fi brada 
com iJi =f. 
TEOREMA 6.5. Toda aplicação fibrada ljJ: E ---+ E' indu ::f 
uma aplicação fibrada ljJ : P---->- P' entre os fibrados principais 
p 
associados, que cobre l/J. Reciprocamente, uma aplicação fi brada 
34 
W induz uma aplicação fibrada W cobrindo ~ . p p 
Dem: As aplicaçÕes 1J; e lJ;p são determinadas por 
-1 
gaB: Ua n 1J; u 8 , - G, como na demonstração do teorema da e 
quivalência 3.3 
" 
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CAP1TULO IV. CLASSIFICAÇÃO DE FIBRADOS VETORIAIS 
7. FIBRADOS VETORIAIS 
DEFINIÇÃO 7.1. Um fibrado de k-planos ou fibrado veto 
rial ê um GLk(JR) fi brado com fibra JR k sobre um espaço base p~ 
racompacto. 
Os exemplos 1.3~ 1.4 e 1.5 sao exemplos de fibrados ve 
toriaís. 
OBSERVAÇÃO 7.2. Observemos que se In= I x I x, .x I ê o cu 
n-1 - o# bo n-dimensional, e 1
0 
uma face, entao ê facil de ver que qua~ 
- n-1 quer aplicaçao fibrada 1
0 
k n-l 
X 1R -I 
o 
k 
x 1R pode ser estendi 
. - . n da a uma aplLcaçao fLbrada I x :m.k--+ In k x lR • Usando este r e 
soltado indutivamente, sobre os cubos numa partição bem refinada 
de o vemos que qualquer fibrado de k-planos sobre uma cêlu 
la o e trivial. 
DEFINIÇÃO 7.3. Dizemos que um espaço paracompacto B tem 
dimensão nao maior que n, se qualquer cobertura aberta de B tem 
um refinamento aberto tal que nenhum ponto de B estâ em mais do 
que n+l membros desse refinamento. 
Denotaremos por E k o lRk- fi brado associado com o q, 
ok-fibrado principal S ~G k q. k q' 
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TEOREMA 7.4. Sejam K , K complexos celulares localmente 
o 
finitos, com K um subcomplexo de K. Seja: ~ 
o 
: E - K um k-pl!_ 
no fibrado, e seja 
-1 
" 
1 
K 
o 
E q,k 
j 
G q,k 
uma aplicação fibrada. Então nos podemos estender y
0 
a uma 
- -1 
caçao fibrada y: n K - E desde que toda célula de q,k 
tenha dimensão menor ou igual a q-k. 
Dem: Seja o uma célula de K-K0 . Estenderemos Y0 
vamente sobre {n- 1 cr}. Suponhamos que Y esteja bem definida 
apl i 
~ 
K-Kb 
induti 
e!ll 
-1 - - -1 
n ao. Entao pelo teorema 6.5, y/n ao pode ser estendida sobre 
-1 
TI o se e so se a correspondente aplicação entre fibrados princi 
pais associados 
-1 
' " p 
da - S pode ser q,k estendida 
-I -
sobre TI o. Da observaçao 7.2 temos que todo fibrado de K-planos 
sobre a é trivial e assim o problema é estender a aplicação fi 
brada ÔO X Ok ---+ Sq,k sobre a X Ok. Como um Ok-fibrado princ~ 
pal pode ser visto como um Ok-espaço principal, uma aplicação f~ 
brada l).r : O X Ük---+ S pode ser escrita comolj.r(x,g) ""lj.r 1 (x)g q,k 
onde~': a---+ S k" Assim o problema que temos é estender um~ q, 
aplicação da ---+ S sobre a o que sempre pode ser feito pai$ q,k 
os grupos de homotopia de S são triviais desde que dim a .S: q-~ q,k 
(ver ( 3)) . 
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DEFINIÇÃO 7. 5. A inclusão m.q c lR.q +I induz as incl u 
G k c G + 1 k e E k c E + k" Assim, seja BOk= limG k q, q ' q, q 1, q q, 
-soes e 
= lim E k com a topologia fraca. Temos então q q, que 
Ek ---+ BOk ê um fibrado de k-plano sobre BOk' consistindo 
dos vetores em k-planos em E~. nk ê chamado fibrado universal de 
k-planos, e BOk ê chamado espaço classificante para o fibrado de 
k-planos. 
No teorema a seguir removeremos a restrição de dimensão 
do teorema 7.4. 
TEOREMA 7.6. Seja 7T: E---+ K um k-plano fibrado sobre 
-1 
um complexo celular localmente finito, e seja y
0 n Ko 
uma aplicação fibrada. Então podemos estender y
0 
a uma aplicação 
fibrada Y : E - Ek 
Dem: Seja a uma célula de K-K , como 
o 
- -1 
7T 1 Y 7T O e 
o 
c.ompa~ 
to então estâ em algum G k com dim a .S. q-k. Logo aplicando-se o 
q ' 
- - -1 teorema 7.4 temos que a aplícaçao y /Tr da pode ser estendida a 
o 
-I Y0 /Tr a em Eq,k c Ek. Procedendo-se por indução sobre as células 
de K-K concluímos a demonstração. 
o 
LEMA 7.7. Seja 7T: E---+ B um k-plano fibrado sobre 
B "'B 1 U B2 com B 1 =A x (a,cl e B2 =A x ·(c,b) e a<c<b. Se 
e rr/B 2 são triviais ent:io 7T: E ---+ B é trivial. 
1J 
Dem: Sejam as equivalências k h 1 :B 1 xlR -
h2 : B2 x IRk--+ 1T -1B2. 
k g 2 = h 2 /CBJ n B 1 ) x m_ 
n 
Seja k g 1 ::: h 1 /(B! n B2 ) x m_ 
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e 
e 
- -' Entao f = g 2 g 1 e uma equivalência entre fibrados triviais e f 
tem a forma f(x,y) ""(x,u(x)y) onde (x,y) E: (B 1 x B2 ) e 
u:A- GLk (IR) é urna aplicação continua. NÔs prolongamos f a uma 
equivalência w:B
2 
x lRk k ---+ B x JR por w(x,t,y) = (x,t,u(x)y) 
2 
k 
r a cada X E A, y E JR e t E (c , b) • Assim as equivalência$ 
h 
' 
k -1 
: :8 2 x JR ---+ TI B 2 coincidem 
( ) k -B 1 n B:t xlR ,que e fechado. Portanto existe uma equivalênci~ 
k k h : B x IR ---+ E ta 1 que h /B 1 x lR "' h 1 
LEMA 7.8. Seja TI: E ---+ B x I um fibrado de k-planos, 
com B paracompacto. Então existe uma cobertura aberta {Ua} lo 
calmente finita, de B tal que n/U x I é trivial. 
a 
existe vizinhança aberta Ut 
de b em B e Vt de tem I tal que Tr/Ut x Vt é trivial. Como [ 0,1) 
Dem: Se b s B e t E I 
é compacto existe uma sequencia finita O= t
0
<t
1
< ••• < t = 1 
n 
vizinhanças U. de b, 
1 
i=l,2, 
é trivial se 1 s i S n. Seja 
anterior n-1 vezes temos que 
.... n emB tal que n/U. x (t.-1- t.) 1 1 1 
n 
Ubn= U .• Logo aplicando-se o lema 
i= 1 l_ 
TI/Ub x (O,ll é trivial. Como B é P_f: 
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racompacto, dada a cobertura {Ub}b E B construída da mane ~r a 
acima, existe um refinamento {Ua} localmente finito. 
TEOREMA 7.9. (Milnor) Seja r:B x I---+ B x {1} definida 
por r(b,t) = (b,l). Seja 1r:E- B x I um k-plano fibrado, com 
B paracompacto. Então existe uma aplicação G-fibrada T: E - E 
que cobre r. 
Dem: Do lema anterior temos que existe cobertura aber 
ta, localmente finita {U } de B tal que E é trivial sobre U x I. 
" a 
Seja {~~} uma partição da unidade subordinada a essa cobertura. 
Seja u=mgx \j!~ e lj;~ 1 (0,1) cua e mgx 1/Ja =1. 
Se ~ : U x I x F---+ 
a " 
uma trivialização lo 
cal, definimos 
e 
r :Bxi---+Bxi 
a 
r (b,t) • (b, max (w (d), t)) 
a a 
r:E---+E 
a 
r (ifl (b,t,w)) = $ (b, max(l/1 (b),t),w) em U xixF 
a a a a a 
-r = 1 
a 
-1 
fora de rr (Ua x I) 
Como {U } ê localmente finita, para cada b e B existe 
a 
vizinhança aberta Ub de b em B tal que Ub tem intersecção nao va 
zia, apenas com UaU), Ua(Z) • 
< et(n). Definimos 
r • 
-
r = ra(l) ra(2) ... ra,(n) 
Assim se a {a(l) • ... • et(n)} 
sendo 
r 
a 
1 
,, 
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_, 
em '!T (Ub x I). Portanto temos que a aplicação Í: estã bem defini 
da, é contínua e cobre r. 
O Teorema 7.9 é também vâlído no caso de '!T ser um G-fi 
brado e a demonstração é análoga ã anterior. 
-COROLÃRIO 7.10. E e r*E s ao G-equivalentes sobre B x I. 
8. O TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO 
-DEFINIÇÃO 8.1. Duas aplicaçÕes f ' o f 1 : X--+ Y sao h o 
m'õtopicas se existe uma aplicação contínua f: X x I ----+- Y tal 
que f(x,O) = f
0 
e f(x,l) • f 1 
LEMA 8,2, Seja 1r: E --+ B um G-fibrado e f 0 ,f 1 :K -B 
aplicaçÕes homotôpicas, 
-sao G-equivalentes. 
com K paracompacto. Então f* E 
o 
e f* E 1 
Dem: Seja f: K x I --+ B uma homopotia com f(x,O) = f 0 
e f(x,l) .. f
1
• Então r*f*E/'IT-'(K x O) é G-equivalente a 
* -· f E/n (K x O), onde r está definida como no teorema de Mi lnor 
(7.9). Definimos então h.:K--+ Kxi por h.(x) 
1 1 
= (x,i) e temos 
que f. "' fh. para i = 1,2. Assim rh =h e f0:~ E e G-equivalente 
l_ l_ o 1 l_ 
a h~ f* E e consequentemente fi E e G-equivalente a h~ f* E que 
por sua vez é G-equivalente a h* r* f* E que é G-equivelente a 
o 
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h* f* E, que é C-equivalente a f* E. 
o o 
TEOREMA 8.3. (Classificaçio de fibrados vetoriais). E 
xiste uma correspondência 1-1 entre as classes de equivalência 
dos fibrados de k-planos sobre um complexo celular localmente fi 
nito K e as classes de homotopia das aplicaçÕes K ~ BOk. Essa 
correspondência associa a cada aplicação K ---+ BOk o fibrado in 
duzido do fibrado universal, nk:Ek- BOk, poressaaplicação. 
Dem: Como um complexo celular localmente finito é par~ 
compacto temos que dado um fi brado de k-planos lT :E - K existe 
uma aplicação classificante y: K--+ BOk com y*(Ek) equivalente 
a E (Lema 7.6). Se y
0 
e y 1 : K -Bok sao homotÓpicas 
y~ (Ek) e y~ (Ek) sao equivalentes (Lema 8.2). 
entao 
Finalmente mostremos que fibrados equivalentes tem a 
plicaçÕes classificantes homotÕpicas. Suponhamos então que 
h y~ (Ek) -----+ y~ (Ek) é uma equivalência de fibrados. Seja 
p K x I -----+ K a projerão no primeiro fator.Seja E = p*y* 
• I o 
Definimos o fi brado de k-planos 'Tf:t.: E1 -----+ K x I como o 
induzido 
fi brado 
o K K x I 
De nk por y 0 p. A~sím (y 0 )*: y~ (E 0 ) -Eke (y 1 ),~·h :y~(Ek)-----+ Ek 
- _, 
definem uma aplicaçao fibrada 'Tfl (K x {0,1}) - Ek e pelo teo 
., 
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rema 7.6 temos que ela pode ser extendida a uma aplicação fibra 
da f : E I ___. Ek. 
Então a aplicação fi brado f K x I - BOk induzida 
f 
f K x I---"--- B Ok 
por f e uma homotopia entre e 
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